र क अध्याय |, 
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सीमा ओर अवकलज 


" (Limits and Derivatives) | 


** With the Calculus as a key, Mathematics can be successfully applied to the 
explanation of the course of Nature - WHITEHEAD ९९ 


3.4 भमिका (Introduction) 


यह अध्याय कलन की एक भूमिका है। कलन गणित की वह शाखा 
है जिसमें मुख्यतः प्रांत में बिंदुओं के परिवर्तन से फलन के मान में होने 
वाले परिवर्तन का अध्ययन किया जाता है। पहले हम अवकलज का 
(वास्तविक रूप से परिभाषित किए बिना) सहजानुभूत बोध (Intuitive 
¡१९३) कराते हैं। तदोपरांत हम सीमा की सहज परिभाषा देंगे और सीमा 
के बीजगणित का कुछ अध्ययन करेंगे। इसके बाद हम अवकलज को 
परिभाषा करने के लिए वापस आएँगे और अवकलज के बीजगणित का 
कुछ अध्ययन करेंगे। हम कुछ विशेष मानक फलनों के अवकलज भी 
प्राप्त करेंगे। 





Sir Issac Newton 
(I642-727 A.D.) 


3.2 अवकलजों का सहजानुभूत बोध 


(Intuitive Idea of Derivatives) 


भौतिक प्रयोगों ने अनुमोदित किया है कि पिंड एक खडी/ऊँची चट्टान से गिरकर # सेकंडों में 4.97 
मीटर दूरी तय करता है अर्थात्‌ पिंड द्वारा मीटर में तय की गई दूरी (७) सेकंडों में मापे गए समय (8) 
के एक फलन के रूप में ५ = 4.9/ से दी गई है। 

संलग्न सारणी ।3.! में एक खड़ी/ऊची चट्टान से गिराए गए एक पिंड के सेकंडों में विभिन्न 
समय (४) पर मीटर में तय की दूरी (5) दी गई है। 

इन आँकडों से समय#=2 सेकंड पर पिंड का वेग ज्ञात करना ही उद्देश्य है। इस समस्या तक 
पहुँचने के लिए /-2 सेकंड पर समाप्त होने बाले विविध समयांतरालों पर माध्य वेग ज्ञात करना एक 
ढंग है और आशा करते हैं कि इससे /-2 सेकंड पर वेग के बारे में कुछ प्रकाश पड़ेगा। 
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! =, और /-/, के बीच माध्य वेग /5/ और ! = !, सेकंडों सारणी 3.] 
के बीच तय की गई दूरी को (,-/, से भाग देने पर प्राप्त होता 
है। अतः प्रथम 2 सेकंडों में माध्य वेग 7 
4.9 
_ #॥ = 0 और // = 2 के बीच तय की गई दूरी II.025 
समयातराल (४, - ) is ह 
I7.689 
]9.6-0)मी 
= तब -9.8 मी / से 8.63225 
(2-0) | 
इसी प्रकार, /= | और #/-2 के बीच माध्य वेग 20.59225 
2].609 
]9.6-4.9) मी 
कि या - ]4.7 मी / से | 23.76 
(2-]) 30.625 
इसी प्रकार विविध के लिए! =!, और 7-2 के बीच हम 3 44.] 
माध्य वेग का परिकलन करते हें। निम्नलिखित सारणी ।3.2, Fe 





! =, सेकंडों और != 2 सेकंडों के बीच मीटर प्रति सेकंड 
में माध्य वेग (9) देती है। 
सारणी 3.2 


f, 0 ] || 5 I.8 I.9 
EN 

इस सारणी से हम अवलोकन करते हैं कि माध्य वेग धीरे-धीरे बढ़ रहा है। जैसे-जैसे # = 2 
पर समाप्त होने वाले समयांतरालोंको लघुत्तर बनाते जाते हैं हम देखते हैं कि /-2 पर हम वेग का एक 
बहुत अच्छा बोध कर पाते हैं। आशा करते हैं कि ।.99 सेकंड और 2 सेकंड के बीच कुछ अप्रत्याशित 
घटना न घटे तो हम निष्कर्ष निकालते हैं कि /=2 सेकंड पर माध्य वेग ।9.55 मी/से से थोड़ा अधि 
क है। 

इस निष्कर्ष को निम्नलिखित अभिकलनों के समुच्चय से किंचित बल मिलता है।! = 2 सेकंड 
से प्रारंभ करते हुए विविध समयांतरालों पर माध्य वेग का परिकलन कीजिए। पूर्व की भाँति = 2 सेकंड 
और =, सेकंड के बीच माध्य वेग (४) 





_ 2 सेकंड और !, सेकंड के बीच तय की दूरी 


२ 
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/) सेकंड में तय की दूरी - 2 सेकंड में तय की दूरी 
t,-2 
_ 2 सेकंडों में तय की दूरी - ।9.6 
t,—2 
निम्नलिखित सारणी ।3.3, /-2 सेकंडों और /, सेकंड के बीच मीटर प्रति सेकंड में माध्य वेग 


५ देती हैः 
सारणी ।3.3 


29.4 | 24.5 | 22.05 | 20.58 | 20.09| ]9.845 | ]9.649 





यहाँ पुनः हम ध्यान देते हैं कि यदि हम #/-2, से प्रारंभ करते हुए लघुत्तर समयान्तरालों को लेते 
जाते हैं तो हमें /- 2 पर वेग का अधिक अच्छा बोध होता है। 

अभिकलनों के प्रथम समुच्चय में हमने 7-2 पर समाप्त होने वाले बढ़ते समयान्तरालों में माध्य 
वेग ज्ञात किया है और तब आशा की है कि !=2 से किंचित पूर्व कुछ अप्रत्याशित घटना न घटे। 
अभिकलनों के द्वितीय समुच्चय में /-2 पर अंत होने वाले घटते समयांतरालों में माध्य वेग ज्ञात किया 
है और तब आशा की है कि /52 के किंचित बाद कुछ अप्रत्याशित घटना न घटे। विशुद्ध रूप से 
भौतिकीय आधार पर माध्य वेग के ये दोनों अनुक्रम एक समान सीमा पर पहुँचने चाहिए हम निश्चित 
रूप से निष्कर्ष निकालते हैं कि /-2 पर पिंड का वेग ]9.55] मी/से और ।9.649 मी/से के बीच 
है। तकनीकी रूप से हम कह सकते हैं 
कि /-2 पर तात्कालिक वेग ।9.55] 5२4.9४ 
ख 
जैसा कि भली प्रकार ज्ञात है कि वेग दूरी 
के परिवर्तन की दर है। अतः हमने जो 
निष्पादित किया, वह निम्नलिखित है। 
“विविध क्षण पर दूरी में परिवर्तन की दर 
का अनुमान लगाया है। हम कहते हैं कि व 
दूरी फलनकै = 4.92 का 7 7-2 पर -------४:“----- 
अवकलज ]9.55] और 9.649 के बीच 
में है।” 

इस सीमा को प्रक्रिया को एक 
विकल्प विधि आकृति ।3.। में दर्शाई गई आकृति 3.] 


दूरी-अक्ष 





2+४, 2+४ समय-अक्ष 
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है। यह बीते समय (7) और चट्टान के शिखर से पिंड की दूरी (५) का आलेख हे। जैसे-जैसे 
समयांतरालों के अनुक्रम #,, #, ..., की सीमा शून्य की ओर अग्रसर होती है वैसे ही माध्य वेगों के 
अग्रसर होने की वही सीमा होती है जो 
860. CE 480. 

के अनुपातों के अनुक्रम की होती है, जहाँ 0.8, = ५, - 5, वह दूरी है जो पिंड समयांतरालों 
॥, = AC, में तय करता है, इत्यादि। आकृति 3.] से यह निष्कर्ष निकलना सुनिश्चित है कि यह बाद 
की अनुक्रम वक्र के बिंदु ^ पर स्पर्शेखा के ढाल की ओर अग्रसर होती है। दूसरे शब्दों में, ! = 2 
समय पर पिंड का तात्कालिक वेग वक्र 5 = 4.97 के /-2 पर स्पर्शी के ढाल के समान है। 


3.3 सीमाएं (Limits) 


उपर्युक्त विवेचन इस तथ्य की ओर स्पष्टतया निर्दिष्ट करता है कि हमें सीमा की प्रक्रिया और 
अधिक स्पष्ट रूप से समझने की आवश्यकता है। हम सीमा की संकल्पना से परिचित होने के लिए 
कुछ दुष्टांतों (।।॥५(॥0॥$) का अध्ययन करते हैं। 
फलन /(2) = »* पर विचार कीजिए। अवलोकन कीजिए कि जैसे-जैसे + को शून्य के 
अधिक निकट मान देते हैं, //0 का मान भी 0 की ओर अग्रसर होता जाता है। (देखें आकृति 2.0 
अध्याय 2) हम कहते है 7 /(2)= 0 
(इसे /(0 की सीमा शून्य है, जब + शून्य की ओर अग्रसर होता है, पढ़ा जाता है) /(४) की सीमा, 
जब » शून्य की ओर अग्रसर होता है, को ऐसे समझा जाए जैसे + = 0 पर /(४) का मान होना चाहिए। 
व्यापक रूप से जब »-> ५, (0) -3 ॥, तब । को फलन /(%) की सीमा कहा जाता है और 


इसे इस प्रकार लिखा जाता है ।।ग / (+) =! 

फलन (४) = ।%|,* #0 पर विचार कीजिए। ध्यान दीजिए कि (0) परिभाषित नहीं है। + के 
0 के अत्यधिक निकट मानों के लिए ४(%) के मान का परिकलन करने के लिए हम देखते हैं कि 
2४) का मान 0 की ओर अग्रसर करता है। इसलिए #7 (+) = 0. « #0 के लिए ) = | के 


x0 


आलेख से यह सहजता से स्पष्ट होता है। (देखें आकृति 2.]3 अध्याय 2) 


2 
निम्नलिखित फलन पर विचार कीजिए: #॥(%) = - 
हा 


«के 2 के अत्यधिक निकट मानों (लेकिन 2 नहीं) के लिए ॥(४) के मान का परिकलन 
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कीजिए। आप स्वयं को स्वीकार कराइए कि सभी मान Y 
4 के निकट हैं। यहाँ (आकृति ।3.2) में दिए फलन Bd ट) 
५= ॥(*) के आलेख पर विचार करने से इसको किचित (04) ----- 
बल मिलता है। 

इन सभी दुष्टांतों से एक दिए मान += ८ पर फलन 
के जो मान ग्रहण कर ने चाहिए वे वास्तव में इस पर 
आधारित नहीं हैं कि कैसे ८ की ओर अग्रसर होता है। 
ध्यान दीजिए कि % के संख्या ८ की ओर अग्रसर होने 
के लिए या तो बाई ओर या दाई ओर है, अर्थात्‌ + के ५' 
निकट सभी मान या तो ८ से कम हो सकते हैं या ८ से 
अधिक हो सकते हैं। इससे स्वाभाविक रूप से दो सीमाएँ फट! 
- बाएँ पक्ष की सीमा ओर दाएँ पक्ष की सीमा प्रेरित होती 
है। फलन /# के दाएँ पक्ष की सीमा /) का वह मान हे 
जो /(0 के मान से आदेशित होता है जब », 4 के दाई ओर अग्रसर होता है। इसी प्रकार बाएँ पक्ष की 
सीमा। इसके दुष्टांत के लिए, फलन पर विचार कीजिए 





आकृति 73.2 


], x<0 


आकृति ]3.3 में इस फलन का आलेख दर्शाया गया है यह 
स्पष्ट है कि 0 पर /का मान <0 के लिए /(2) के मान से 
पर निर्भर करता है जो कि । के समान है अर्थात्‌ शून्य पर /() के 


बाएँ पक्ष की सीमा ॥7 / (%)=। हे। इसी प्रकार 0 पर / का मान 





*> 0 के लिए /(%) के मान पर निर्भर करता है, 2 है अर्थात्‌ 0 
के दाएँ पक्ष की सीमा ॥77 / (*) = 2 है। इस स्थिति में बाएँ और आकृति ।3.3 


दाएँ पक्ष की सीमाएँ भिन्न-भिन्न हैं और अतः हम कह सकते हैं कि जब + शून्य की ओर अग्रसर 
होता है तब /7(४) को सीमा अस्तित्वहीन है। (भले ही फलन 0 पर परिभाषित है।) 


सारांश 


हम कहते हैं कि 7 /४), ५ = ८ पर /(७) का अपेक्षित (९४९०।९) मान हैं, जिसने + के 


बाई ओर निकट मानों के लिए /(2) को मान दिए हैं। इस मान को ८ पर /(%) की बाएँ पक्ष 
की सीमा कहते हैं। 
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हम कहते हैं कि | /(४), #= ८ पर /(») का अपेक्षित मान है जिसमें + के ८ के दाई 
ओर के निकट मानों के लिए /(0 के मान दिए हैं। इस मान को ८ पर /(४) की दाएँ पक्ष की 


सीमा कहते हैं। 
यदि दाएँ और बाएँ पक्ष की सीमाएँ संपाती हों तो हम इस उभयनिष्ठ मान को =८ पर /(2) 


की सीमा कहते हैं और इसे | /४) से निरूपित करते हैं। 


यदि दाएँ और बाएँ पक्ष की सीमाएँ संपाती नहीं हों तो यह कहा जाता है कि ४८ ८ पर /(2) 
को सीमा अस्तित्वहीन है। 


दृष्टांत ] (॥]lustrati0n |) फलन 7) =*+ ।0 पर विचार कोजिए। हम += 5 पर फलन को सीमा 
ज्ञात करना चाहेंगे। आइए, हम 5 के अत्यंत निकट » के मानों के लिए / के मान का परिकलन करें। 
5 के अत्यंत निकट बाई ओर कुछ बिंदु 4.9, 4.95, 4.994, 4.995... इत्यादि हैं। इन बिंदुओं पर /(2) 
के मान नीचे सारणीबद्ध हैं। इसी प्रकार, 5 के अत्यंत निकट और दाई ओर वास्तविक संख्याएँ 5.00। , 
5.0], 5. भी हैं। इन बिंदुओं पर भी फलन के मान सारणी ।3.4 में दिए हैं। 


सारणी ।3.4 





सारणी ।3.4 से हम निगमित करते हैं कि /(%) का मान ।4.995 से बड़ा और ।5.00 से छोटा 
है, यह कल्पना करते हुए कि + = 4.995 और 5.00 के बीच कुछ अप्रत्याशित घटना घटित न हो। 
यह कल्पना करना तर्कसंगत है कि 5 के बाई ओर की संख्याओं के लिए ४5 5 पर /(४) का मान 


।5 है अर्थात्‌ lim Ff (x) = 
इसी प्रकार, जब », 5 के दाई ओर अग्रसर होता है, / का मान ।5 होना चाहिए अर्थात्‌ 
i (= 
अतः यह संभाव्य है कि / के बाएँ पक्ष की सीमा और दाएँ पक्ष की सीमा, दोनों ।5 के बराबर 
हैं। इस प्रकार 


lim f (x)= lim / (x) = lim / (x) = 


सीमा 5 के बराबर होने के बारे में यह निष्कर्ष फलन के आलेख जो आकृति 2.9(॥) अध्याय 2 
में दिया है, को देखकर किचित बल देता है। इस आकृति में हम ध्यान देते हें कि जैसे-जैसे », 5 
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के या तो दाई ओर या बाई ओर अग्रसर हो, फलन /(%) = «+ ।0 का आलेख बिंदु (5, 5) को 
ओर अग्रसर होता जाता हैं। हम देखते हैं कि += 5 पर भी फलन का मान ।5 के बराबर 
होता है। 


दृष्टांत 2 फलन /(%) = % पर विचार कोजिए। आइए हम % = । पर इस फलन को सीमा ज्ञात करने 
का प्रयास करें। पूर्ववर्ती स्थिति को तरह बढ़ते हुए हम » के | के निकट मानों के लिए [0 के मानों 
को सारणीबद्ध करते हैं। इसे सारणी ।3.5 में दिया गया है: 


सारणी 3.5 





0.729| 0.970299 | 0.997002999 | ].00300300] | ].030308| 3 


इस सारणी से हम निगमन करते हैं कि «= | पर / का मान 0.997002999 से अधिक और 
].003003007 से कम है, यह कल्पना करते हुए कि + = 0.999 और ।.00]. के बीच कुछ 
अप्रत्याशित घटना घटित न हो। यह मानना तर्कसंगत है कि +=] का मान । के बाई ओर की संख्याओं 
पर निर्भर करता है अर्थात्‌ 


lim f (x) = 
इसी प्रकार, जब », । के दाई ओर अग्रसर होता है, तो / का मान । होना चाहिए अर्थात्‌ 
im f (x)= 
अतः, यह संभाव्य है कि बाएँ पक्ष की सीमा और दाएँ पक्ष की सीमा दोनों । के बराबर हों। 
इस प्रकार 


lim f(x) = lim f (x)= lim f (x) 5। 
सीमा | के बराबर होने का यह निष्कर्ष फलन के आलेख जो आकृति 2.।], अध्याय 2 में दिया 
है, को देखकर किंचित बल देता है। इस आकृति में हम ध्यान देते हैं कि जैसे-जैसे », | के या तो 
दाई ओर या बाई ओर अग्रसर हो, फलन /(2) = «का आलेख बिंदु (।, ]) को ओर अग्रसर होता 
जाता है। 
हम पुनः अवलोकन करते हैं कि ४5 | पर फलन का मान भी ] के बराबर है। 


दृष्टांत 3 फलन (0 = 3% पर विचार कोजिए। आइए, «= 2 पर इस फलन की सीमा ज्ञात करने का 
प्रयास करें। निम्नलिखित सारणी ।3.6 स्वत: स्पष्ट करती है। 
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सारणी 3.6 


5.85 इ) | के 6.003|. 0.03 6.3 





पूर्ववत हम अवलोकन करते हैं कि »या तो बाएँ या दाएँ 2 की ओर अग्रसर होता है, /0 
का मान 6 की ओर अग्रसर होता हुआ प्रतीत होता है। हम इसे, इस प्रकार अभिलेखित कर सकते 


हैं कि Y 
Jim f\x)= Im f (x)= iim fix) =6 ज 6) 
आकृति ।3.4 में प्रदर्शित इसका आलेख इस तथ्य को 
बल देता है। 
यहाँ पुनः हम ध्यान देते हैं कि »= 2 पर फलन का मान ५, 
*= 2 पर सीमा के संपाती है। 0/ 2,0) 


दुष्टात 4 अचर फलन_/(%) = 3 पर विचार कोजिए। आइए हम 

* = 2 पर इसको सीमा ज्ञात करने का प्रयास करें। यह फलन 

अचर फलन होने क कारण सर्वत्र एक ही मान (इस स्थिति y 
में 3) प्राप्त करता है अर्थात्‌ 2 के अत्यंत निकट बिंदुओं के 
लिए इसका मान 3 है। अतः 


lim f (x) = lim Ff (x)= lim f (२) 53 
0 = 3 का आलेख हर हालत में (0, 3) से जाने वाली »-अक्ष के समांतर रेखा है और 
आकृति 2.9, अध्याय 2 में दर्शाया गया है। इससे यह भी स्पष्ट है कि अभीष्ट सीमा 3 है तथ्यतः यह 


सरलता से अवलोकित होता है कि किसी वास्तविक संख्या ८ के लिए ॥ए/ (2) = 3 


आकृति ।3.4 


दृष्टांत 5 फलन /७) = ५? + » पर विचार कीजिए। हम 777 / (2) ज्ञात करना चाहते हैं। हम 
*= | के निकट /) के मान सारणी ]3.7 में सारणीबद्ध करते हैं: 


सारणी 3.7 


.99700] 
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इससे यह तर्कसंगत निगमित होता है कि 
lim f (x)= lim f (x)= lim f (x)=2. 


आकृति 3.5 में दर्शाए ॥४) = ++ के 
आलेख से यह स्पष्ट है कि जैसे-जैसे ५, | की 
ओर अग्रसर होता है, आलेख (।, 2) की ओर 
अग्रसर होता जाता है। 
अतः हम पुनः प्रेक्षण करते हैं कि x 


lim F(x) =f() 


अब, निम्नलिखित तीन तथ्यों को आप 
स्वयं को स्वीकार कराएँ 





आकृति 3.5 


limx’ ८], lIimx=] और limx+I=2 
x—>l है व है 


तब imx’+ lIimx=Il+l= 2=lim| x +> | ु 
x] x] x] 
था हे ह __ 5: 4: 2 
त्‌ imx im(x+]) £|. 2=lim|x(x+])| ऊ lim] x +> | ु 


दृष्टांत 6 फलन 7) = भा। » पर विचार कोजिए। हमारी गत आं। » में रुचि है जहाँ कोण रेडियन में 
हर 5) 


मापा गया है। यहाँ, हमने a के निकट /(%) के मानों (निकटतम) को सारणीबद्ध किया है। 
सारणी 3.8 


ol 
2 





१, पाई |) 5 


lim f(x)= lim f (x)= lim f(x)=I 


इससे हम निगमन कर सकते हैं कि , ,7 yr : 
2 2 


इसके अतिरिक्त, यह /(%) = आ। » के आलेख से पुष्ट होता है जो आकृति 3.8 अध्याय 3 
में दिया है। इस स्थिति में भी हम देखते हैं कि lim sinx=]. 


A 
2 
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दृष्टांत 7 फलन # ८» + ८०७% पर विचार कीजिए। हम lim £0) ज्ञात करना चाहते हैं। 
यहाँ हमने 0 के निकट / के मान (निकटतम) सारणीबद्ध किए हैं: (सारणी ।3.9). 


सारणी 3.9 





fx) WOON) OAD CO) OOOO FOV) ].0950 


सारणी 3.9, से हम निगमन कर सकते हें कि 


fim f (x)= tim f (x)= tim f (x)= I 


इस स्थिति में भी हम प्रेक्षण करते हैं कि lim (x) =f (0) = I. 
अब, कया आप स्वयं को स्वीकार करा सकते हें कि 


lim [x + 005 x] = limx+ lim C05* वास्तव में सत्य है? 
-20 ह॒ 


x0 x0 ` 


, ] ii 
दृष्टांत 8 #>0 के लिए, फलन /(+)=- पर विचार कोजिए। हम । / (४) ज्ञात करना 
X xX 


चाहते हैं। 

यहाँ, हम अवलोकन करते हैं कि फलन का प्रांत सभी धनात्मक वास्तविक संख्याएँ हैं। अत: 
जब हम /(2) के मान सारणीबद्ध करते हैं, £ शून्य के बाई ओर अग्रसर होता है, का कोई अर्थ नहीं 
है। नीचे हम 0 के निकट » के धनात्मक मानों के लिए फलन के मानों को सारणीबद्ध करते हैं (इस 
सारणी में # किसी धन पूर्णांक को निरूपित करता है। 

नीचे दी गई सारणी ।3.।0 से, हम देखते हैं कि जब +, 0 को ओर अग्रसर होता है, /४) बड़ा 
और बड़ा होता जाता है। यहाँ इसका अर्थ है कि, 2) का मान किसी दी संख्या से भी बड़ा किया 
जा सकता है। 

सारणी 3.0 





गणितीय रूप से, हम कह सकते हैं. | / (+) = +०० 
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हम टिप्पणी भी करते हैं कि इस पाठ्यक्रम में हम इस प्रकार की सीमाओं की चर्चा नहीं करेंगे। 


दृष्टांत 9 हम! / (+) , ज्ञात करना चाहते हैं, जहाँ 


पहले की तरह हम 0 के निकट » के लिए (2) की सारणी बनाते हैं। प्रेक्षण करते हैं कि + के 
ऋणात्मक मानों के लिए हमें ५-2 का मान निकालने को आवश्यकता है और %के धनात्मक मानों 
के लिए +2 का मान निकालने की आवश्यकता होती है। 


सारणी 3.।7 


— 0.0] — 0.00] (2.(0()] 


सारणी 3. की प्रथम तीन प्रविष्टियों से, हम निगमन करते हैं कि फलन का मान -2 तक 
घट रहा हे ओर 


lim f(x) =-2 
सारणी की अंतिम तीन प्रविष्टियों से, हम निगमन करते हें कि 
फलन का मान 2 तक बढ़ रहा है और अत: हर 
lim f(x) =2 ; 2) 


क्योंकि 0 पर बाएँ और दाएँ पक्षों की सीमाएँ संपाती नहीं हैं, ५, € 
हम कहते हैं कि 0 पर फलन की सीमा अस्तित्वहीन है। 0 





इस फलन का आलेख आकृति ।3.6 में दिया है यहाँ, हम (0, -2) 
टिप्पणी करते हैं कि + = 0 पर फलन का मान पूर्णतः परिभाषित हे 
और, वास्तव में, 0 के बराबर है, परंतु = 0 पर फलन की सीमा शा 
परिभाषित भी नहीं है। आकृति 3.6 


दृष्टांत 0 एक अंतिम दृष्टांत के रूप में, हम | (») , ज्ञात करते हैं जबकि 


x+2 |] 
0 | 


r(t)=| 
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सारणी 3.2 


| 





x 0.9 0.99 i |i 
पहले की तरह, ] के निकट » के लिए हम /2) के मानों को सारणीबद्ध करते हैं। । से कम 
* के लिए /(2) में मानों से, यह प्रतीत होता है कि += | पर फलन का मान 3 होना चाहिए अर्थात्‌ 
lim f (+) =3 
इसी प्रकार, ] से बड़े » के लिए /(2) के मानों से आदेशित /%) का मान 3 होना चाहिए, 
अर्थात्‌ 
‘im FS 
परंतु तब बाएँ और दाएँ पक्षों की सीमाएँ संपाती हैं और 
अतः 
lim f (x)= lim f(x) = lim f(x) =3. 
आकृति ।3.7 में फलन का आलेख सीमा के बारे में २! 
हमारे निगमन को बल देता है। यहाँ, हम ध्यान देते हैं कि 
व्यापक रूप से, एक दिए बिंदु पर फलन का मान और इसकी 
सीमा भिन्न-भिन्न हो सकते हैं (भले ही दोनों परिभाषित हों।) आकृति 3.7 
3.3.] सीमाओं का बीजगणित (Agebra ०/ 7775) उपर्युक्त दुष्टांतों से, हम अवलोकन कर 
चुके हैं कि सीमा प्रक्रिया योग, व्यवकलन, गुणा और भाग का पालन करती है जब तक कि 


विचाराधीन फलन और सीमाएँ सुपरिभाषित हैं। यह संयोग नहीं है। वास्तव में, हम इनको बिना उपपत्ति 
के प्रमेय के रूप में औपचारिक रूप देते हैं। 





प्रमेय । मान लीजिए कि / और ४ दो फलन ऐसे हैं कि lim fx) और lim ४७) दोनों का अस्तित्व 


है। तब 
() दो फलनों के योग की सीमा फलनों की सीमाओं का योग होता है, अर्थात्‌ 


lim [fo) + g @)] = lim fo)+ lim 800). 
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(0) दो फलनों के अंतर की सीमा फलनों की सीमाओं का अंतर होता है, अर्थात्‌ 
im [f) — 800] = lim (०) - lim 260). 
(४) दो फलनों के गुणन की सीमा फलनों की सीमाओं का गुणन होता है, अर्थात्‌ 
fm [एि0) . 800] 5 lim fo). lim 800). 
४) दो फलनों के भागफल की सीमा फलनों की सीमाओं का भागफल होता है, (जबकि हर शून्येतर 
होता है), अर्थात्‌ 
f(x) _ lim fs) 
Im न 
‘oa g(x) limg(x) 
टिप्पणी विशेष रूप से स्थिति (7) की एक विशिष्ट स्थिति में जब (2) एक ऐसा अचर फलन है 
कि किसी वास्तविक संख्या / के लिए (४) = / हम पाते हैं 








im|(A.f) (x) |= A.lim f(x). 
अगले दो अनुच्छेदों में, हम दृष्टांत देंगे कि इस प्रमेय को विशिष्ट प्रकार के फलनों की सीमाओं 
के मान प्राप्त करने में कैसे प्रयोग किया जाता है। 


I3.3.2 बहुपदो और परिमेय फलनों की सीमाएँ (Limits. of polynomials and rational 
functions) # घात का एक फलन /(2) बहुपदीय फलन कहलाता है, यदि /(%) = ०, + ०,४ + 4,१? 
+. . . + 4,”, जहाँ ८,४ ऐसी वास्तविक संख्याएँ हैं कि किसी प्राकृत संख्या # के लिए ०, #0 


हम जानते हैं कि ] % = ०. अतः 
Xx—a 


2 | ४ ४ 2 
mx -< ( 4.7 ) = li x.limx=ad.a=uad 
Xx—>a Xx—>da Xx—>a Xx—>da 


४ पर आगमन का सरल अभ्यास हमको बताता है कि 
MI > धरा 
xa 
अब, मान लीजिए /(%)=८) +4४ +4, +...+4,*” एक बहुपदीय फलन है। 
4०,०|०,०,< ,...,८,*" प्रत्येक को एक फलन जैसा विचारते हुए, हम पाते हैं कि 


lim f (x)= lim | ०७ +6[2+ 4257 +...+ ६, | 
x4 x—~a 
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ima + lhmax+hma,x +...+lima,x 
Xd XxX ज्जे 


Xd 


= 60 + 4 limx+a,limx +...+a,limx 


Xd 


= a+ aa+a,a +...+a,a” 
= f(a) 
(सुनिश्चित करें कि आपने उपर्युक्त में प्रत्येक चरण का औचित्य समझ लिया है।) 


एक फलन / एक परिमेय फलन कहलाता है यदि /() = , ड जहाँ (४) और /() ऐसे 
बहुपद हैं कि (0 # 0. तो 


lim f( ) m 8 (3) दे 226 8 (4) 








xa roa h(x) im h(x) h(a) 


यद्यपि, यदि /(८) = 0, दो स्थितियाँ हैं - (() जब (८) # 0 और (४) जब (८) = 0. पूर्व की 
स्थिति में हम कहते हैं कि सीमा का अस्तित्व नहीं है। बाद की स्थिति में हम 


8(७) 5८ - 4) & (०), जहाँ #, 2(2) में (४-०) को महत्तम घात है। इसी प्रकार 
h(x) = (५-५) ॥; (2) क्योंकि # (८) = 0. अब, यदि > ॥, हम पाते हैं 








lim g(x) im(x—a)’ g(x) 
lim f(x) ५ व h(x) ह im(x—a) ॥ (x) 


im(x-a) gi (3) ss 
A) no) 





यदि # < ॥, तो सीमा परिभाषित नहीं है। 
उदाहरण ] सीमाएँ ज्ञात कीजिए: 


(}) lim x - +] | (i) lim] x(x+]) | 


(iii) lim | +x+x +..+हः | े 
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हल अभीष्ट सभी सीमाएँ कुछ बहुपदीय फलनों की सीमाएँ हैं। अतः सीमाएँ प्रदत्त बिंदुओं पर फलनों 
के मान हैं। हम पाते हैं 


6) im [px +I]=I-I+I=I 


Gi) lim[x(x+7)|=3(3+])=3(4)=I2 


x—>3 
(iii) पंत | | +४+ +..+ | = व के 4 ६ व 
=l-l+l+..+l=]. 
उदाहरण 2 सीमाएँ ज्ञात कीजिए: 








lim ST | in x 4x +4x 
0) i +I00 0) # 2 हि -4 
न in 

Gi) ४-22| x 4x + 45% Gv) r>2| x —-Sx+6 
lim । क च | 
(४) roll xx x -3x +2] 


हल सभी विचाराधीन फलन परिमेय फलन हैं। अतः, हम पहले प्रदत्त बिंदुओं पर इन फलनों के मान 


प्राप्त करते हैं। यदि यह - , के रूप का है, हम गुणनखंडों, जो सीमा के - का रूप होने का कारण 
है, को निरस्त करते हुए फलनों को पुनः लिखते हें। 


x +I _I+I_ 2 








0) हम पाते हैं ।im न = 
‘ol x+I00 I+I00 I0I 


0 में पाते हैं 
(0) 2 पर फलन का मान प्राप्त करने पर हम इसे - का रूप में पाते हैं। अतः 





0 
x 4x +4x x(x-2) 2) 
Nr im) Hn) क 
i 04 = MG = = (५अ7) यकि 2 #2 
2(2-2) _0 
‘ By? ओके 
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0 में हैं 
(#) 2 पर फलन का मान प्राप्त करने पर, हम इसे ठ के रूप में पाते हें, अतः 


छ गा (x+2)(x-2) 
2 xX 4x +4x °” x(x-2) 
(+2) 2+2 








4 
= +2 x{¥-2) 2(2-2) 0 


जोकि परिभाषित नहीं है। 


0 मे 
(५) 2 पर फलन का मान प्राप्त करने पर, हम इसे 5 के रूप में पाते हे। अतः 


iim ERD RE शक (fn 
2x2 Sxy6 =X 2)(%-3) 


~ (4, 


—_ | 
+>? (»-3)= 52%” -। 


(०) पहले हम फलन को परिमेय फलन जैसा पुनः लिखते हैं। 


x | x2 l 
Eee | ~(~-]) x(x -3++2) 





| x —-4x+4-] | 
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0 हैं 
| पर फलन का मान प्राप्त करने पर हम ठ का रूप पाते हैं। अतः 


le 2 _I | mn_Xot3 
x] x —X x? 3xX° नैः 2x न *2] x(x- I)(x 2) 


im TRI 
= x(x -])(x-2) 





७ !-3 
= +3 «(+-2) = I-2) =~ 


हम टिप्पणी करते हैं कि उपर्युक्त मान प्राप्त करने में हमने पद (४- ]) को निरस्त किया क्योंकि + # ।. 


एक महत्वपूर्ण सीमा का मान प्राप्त करना, जो कि आगे परिणामों में प्रयुक्त होगी, नीचे एक प्रमेय 
के रूप में प्रस्तुत है। 
प्रमेय 2 किसी धन पूर्णांक # के लिए, 


n n 
X Ad _ हा 
— nad 





lim 
xa X—a 


टिप्पणी उपर्युक्त प्रमेय में सीमा हेतु व्यंजक सत्य है जबकि # कोई परिमेय संख्या हे और 
८ धनात्मक है। 
उपपत्ति ४” - ८”) को (४-८), से भाग देने पर, हम देखते हैं कि 


7 - ध" = (a) (#एए + कद के आए ६7 + ... + | ध"”* + ध”) 


nt nt 





न; , 
इस प्रकार lim =m! + 2 दव के आए 7 + ... + 5 ८"? + ६”) 
xa X—ad xa 


aT ] + ६ a2 ञः = a2 (a) ही a! 
=a! +a! +...+ध्" | + ६८"! (# पद) 


n—] 
= Nad 


उदाहरण 3 मान ज्ञात कीजिए 


IS 

x] Jl+x +x] 
0) Imo (i) Im 
xl x +-] x20 NX 
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हल 0) हमारे पास हे 

















= ]5 (])5 + 0(])° (उपर्युक्त प्रमेय से) 


3 


lS le 
2 


( y=l+%, जिससे yl जैसे <~ 0. तब 





—] 
xl im Jy 
x0 x ol y—l 
| 
9 5 
— जा ला 
yl y=] 


] i | 
ह (])? (उपर्युक्त टिप्पणी से) = ठ 


3.4. त्रिकोणमितीयेफरलंनों की सीमाएँ (Limits of Trigonometric Functions) 
व्यापक रूप से, फलनों के बारे में निम्नलिखित तथ्य (प्रमेयों के रूप में कहे गए) कुछ त्रिकोणमितीय 
फलनों की सीमाओं का परिकलन करने में सुलभ हो 

जाते हैं। 


प्रमेय 3 मान लीजिए समान प्रांत वाले दो वास्तविक /N =g(x) 
मानीय फलन / और ४ ऐसे हैं कि परिभाषा के प्रांत में श्र रर 
सभी » के लिए / (2%) < ९(%) किसी ८ के लिए यदि 
lim (७0 और | ४(७ दोनों का अस्तित्व है तो 





i | 0 
Im ६४ < IN (३) इसे आकृति 3.8 में चित्र से 


स्पष्ट किया गया है। आकृति 3.8 
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प्रमेय 4 सैंडविच प्रमेय (Sandwich Theorem) मान लीजिए / ४ और # वास्तविक मानीय फलन 
ऐसे हें कि परिभाषा के सर्वनिष्ठ प्रांतों के सभी * 
के लिए / (४) < ४( 2) < ॥(~). किसी वास्तविक 


संख्या ८ केन लिए यदि !im /%) - 


= ॥ #(), तो lim (+) = 7. इसे 


आकृति ]3.9 में चित्र से स्पष्ट किया गया है। 

त्रिकोणमितीय फलनों से संबंधित निम्नलिखित 
महत्वपूर्ण असमिका को एक सुंदर ज्यामितीय 
उपपत्ति नीचे प्रस्तुत हैः 





EN 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
a 


आकृति 3.9 
< [x <~ के लिए cos < cl (*) 
X 


हैं गा 
उपपत्ति हम जानते हैं कि झा (—x)= ->+ शा 5 और C08( - 2) = ०05 ». अतः 0< < हि के लिए 


असमिका को सिद्ध करने के लिए यह पर्याप्त हे। 
आकृति ]3.0, में ऐसे इकाई वृत्त का केद्र 0 है। कोण AOC, 


TT रखाखंड ५ 
* रेडियन का है ओर 0 < » < ह रेखाखंड ^ और CD, 04 के लंबवत 


हैं। इसके अतिरिक्त AC को मिलाया गया हे। तब 
AOAC का क्षेत्रफल < वृत्तखंड (AC क्षेत्रफल < AOAB का क्षेत्रफल 





आकृति 3.।0 


] ] 
अर्थात -OA.CD<--I.(OA)<—OA.AB. 
i 2T 2 


अर्थात्‌ CD<+.OA< AB. AOCD में 


CD < 
नल (चूँकि 00 = 04) और अतः CD = 04 ऽ ». इसके अतिरिक्त 


AB 
कन्ठ और अतः AB = 04 (an 2. इस प्रकार 


OAsmx<OAx<OA.tanx. 
क्योंकि लंबाई 0A धनात्मक है, हम पाते हैं 
SIlXx<x< tan x. 
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न्‌ JU हैं 
क्योंकि 0 < * < 2 * $0 > धनात्मक है और इस प्रकार $7 %, से सभी को भाग देने पर, हम पाते हैं 








< सभी का व्युत्क्रम करने पर, हम पाते हैं 
SIN AX COSX 


Sin X 
C० ४ < <] उपपत्ति पूणं हुईं | 
x 


प्रमेय 5 निम्नलिखित दो महत्वपूर्ण सीमाएँ हैं; 


५ I | __ ५ 
(i) ठ INX -] तो) पे COSX = 
xO ४ x0 xX 





sin xX 


उपपत्ति 6) (*) में असमिका (I९५१७१।।।५) के अनुसार फलन , फलन ८०५४ और अचर फलन 





जिसका मान । हो जाता है, के बीच में स्थित है। 
इसके अतिरिक्त क्योंकि 77 ८०४ ४ = ], हम देखते हैं कि प्रमेय के () की उपपत्ति सैंडविच 
प्रमेय से पूर्ण है। 


(i) को सिद्ध करने के लिए, हम त्रिकोणमिति सर्वसमिका | - ८०७ % = 2 sin? न का प्रयोग करते 


हैं, तब 


2sin” sin 
. |-—COSX ह . DN OO 
[के = lim =m ~.sin| -- 
x0 X x0 xX x0 X 2 


4 


x0 x 


= Jim र isin | ].0=0 
24 


अवलोकन कीजिए कि हमने अस्पष्ट रूप से इस तथ्य का प्रयोग किया हे कि / 0 , हि 20 के 


X 
तुल्य है। इसको ) = 7 रखकर प्रमाणित किया जा सकता है। 
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sin4x ii tan x 
उदाहरण 4 मान ज्ञात कीजिए: (i) lim (ii) lim 
x0 SIN 2X x0 ४ 
i sinAx iim sinAx 2x 2 
सि जा sin2x . *20| 4x sin2x 








sInAx sin 2x 
2m -- 
x>0| Ax 24 


sInAx sin 2x 
-- 2.liIm ~ Im 
4x0] Ax 2x0] 2x 


= 2.].] = 2 (जब -> 0, 4४ -? 0 तथा 2४ -> 0) 




















. , tanx , sin six .. | 
हमारे पास है (i) lim = lim I lim =].I=] 
x0 x x0 X COS X x0 xX x0 COS X 


एक सामान्य नियम, जिसको सीमाओं का मान निकालते समय ध्यान में रखने की आवश्यकता 
है, निम्नलिखित हे: 


f 
माना कि सीमा | ल का अस्तित्व है और हम इसका मान ज्ञात करना चाहते हैं। पहले 


BO) 


हम /(८) और (८) के मानों को जाँचें। यदि दोनों शून्य हैं, तो हम देखते हैं कि यदि हम उस गुणनखंड 
को प्राप्त कर सकते हैं जो पद समाप्त होने का कारण है, अर्थात्‌ देखें यदि हम 
f0) = †, 0) /,0) लिख सकें जिससे / (८) = 0 और /, (८) # 0 । इसी प्रकार ४(७) = 8, (2) 
2,(०),लिखते हैं जहाँ ४,(८) = 0 और ४,(८) # 0../) और ४(2) में से उभयनिष्ठ गुणनखंड (यदि 
संभव है) तो निरस्त कर देते हैं और 

f(x) _ (2) 


ह) वा) " जहाँ 400 *0 लिखते हें , 











lim = 
कि “oa 2(x) (a) 
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| प्रश्नावली 3.। | 


प्रश्‍न । से 22 तक निम्नलिखित सीमाओं के मान प्राप्त कीजिए: 














ii 3 22 | 
I. im x + 2. in| 3, limnr’ 
x xT rl 
। DE I0 , 5 I I 
4. lim कं jm € [38 कह | 
x4 X—2 xl %-] # x 
ein 3x —x—]0 ein x -8] 9. lim A 
=~ ४-4 / +33 2x° -5%-3 +20 cx+]l 
 23-] ‘+br+ 
I0. lim I. lim भ a+b+c#£0 
ह rl ८४४ +bx+a 
| 
I ] 
bE ii sin aX . Sinax 
5. | ० ॐ 2 ] lim I4. IIm———,a,b#0 
gD Ma x0 bx x0 sin bx 
_ sin(r-x) 3 2 
j5. lm आज का i6. lim Basin [7. fm oe 
tor TTX) >> शक x r>0 COSX-—] 
भ ax+ XCOSX i9. lim xsecx 
0 pbsinx i 
20. lim EE a,b,a+b#O0, 
x0 ax+sInbx 
tan 2x 
2], lim (cosee x—cotx) 22. , yr I 
४ x0 है ० Ur 
| ५ lk) HE 
23. lim £ (2) और !i / (>) , ज्ञात कीजिए, जहाँ / (>) = BO), +>0 
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2 आओ 


24. im / (+) , ज्ञात कीजिए, जहाँ / (2) = | 


= =. >| 


| x | 


| >> +, जा () 
25. [07 / (%) , का मान प्राप्त कीजिए, जहाँ / (२) =| 2 
0, x=0 
, 5 र 0 
26. lim # (2) , ज्ञात कीजिए, जहाँ / (2) =] 2 
0, x=0 


27. lim (+) , ज्ञात कीजिए, जहाँ / (2) =। ४।-5 


a+bx, x<l 
28. मान लीजिए /(*)=१4, x=] 


b—ax, x>l 
और यदि lim / (४) = £(]) तो. ८ और ४ के संभव मान क्या हें? 


29, मान लीजिए ८,, ०,, . . ., ८, अचर वास्तविक संख्याएँ हैं और एक फलन 


l 2 


f(x)=(x=—a)) (४-०2 )...(४-०, ) से परिभाषित है। CE £0) क्या है? 


किसी 4 #,, 4, ..., 4,, के लिए lim £ (~) का परिकलन कोजिए। 


ix|+L, x<0 
30. यदि f(x)=50, x=0. 
el, x>0 


तो ८ के किन मानों के लिए 77 / (५) का अस्तित्व है? 


xd 


f(=)-2 


3]. यदि फलन /), lim क आओ को संतुष्ट करता है, तो im (+) का मान प्राप्त 


कोजिए। 
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32. किन पूर्णाकों # और # के लिए ।ी / (२) और ।। / (2) दोनों का अस्तित्व है, यदि 


mx’ +n, x<0 
Fs ( x) =4 mM+mM, 0<%४<]| 


3 
nx +m, | 


I3.5 अवकलज (Derivatives) 


हम अनुच्छेद ]3.2, में देख चुके हैं कि विविध समयांतरालों पर पिंड की स्थिति को जानकर उस दर 
को ज्ञात करना संभव है जिससे पिंड की स्थिति परिवर्तित हो रही है। समय के विविध क्षणों पर एक 
निश्चित प्राचल (aram९९7) का जानना और उस दर को ज्ञात करने का प्रयास करना जिससे इसमें 
परिवर्तन हो रहा है, अत्यंत व्यापक रुचि का विषय है। वास्तविक जीवन की अनेक स्थितियाँ होती हैं 
जिनमें ऐसी प्रक्रिया कार्यान्वित करने को आवश्यकता होती है। उदाहरणत: एक टंकी के रख-रखाव 
करने वाले व्यक्ति के लिए समय के अनेक क्षणों पर पानी की गहराई जानकर यह जानना आवश्यक 
होता है कि टंकी कब छलकने लगेगी, विविध समयों पर राकेट की ऊँचाई जानकर राकेट वैज्ञानिकों 
को उस यथार्थ वेग के परिकलन को आवश्यकता होती है जिससे उपग्रह का राकेट से प्रक्षेपण 
आवश्यक हो। वित्तीय संस्थानों को किसी विशेष स्टाक के वर्तमान मूल्य जानकर इसके मूल्यों में 
परिवर्तन की भविष्यवाणी करनी आवश्यक होती है। इनमें और ऐसी अनेक अन्य स्थितियों में यह जानना 
अभीष्ट होता है कि एक प्राचल में दूसरे किसी प्राचल के सापेक्ष परिवर्तन किस प्रकार होता है? परिभाषा 
के प्रांत के प्रदत्त बिंदु पर फलन का अवकलज इस विषय का मुख्य उद्देश्य है। 


परिभाषा | मान लीजिए / एक वास्तविक मानीय फलन है और इसकी परिभाषा के प्रात में एक बिद 
८ है। ० पर / का अवकलज 

fad) f(a) 

h—>0 h 


से परिभाषित है बशर्ते कि इस सीमा का अस्तित्व हो। ८ पर 7») का अवकलज /” (८) से निरूपित 
होता है। 
अवलोकन कीजिए कि /(८), ० पर % के सापेक्ष परिवर्तन का परिमाण बताता है। 


उदाहरण 5 «= 2 पर फलन /%) = 3. का अवकलज ज्ञात कीजिए। 


हल हम पाते हैं f'(2) = Im (2+/)- / (2) क 3(2+#)-3(2) 


h—>0 h h—>0 lh 
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Sr 
h—>0 h ho>O h ॥-२० 


अतः = 2 पर फलन 3+ का अवकलज 3 है। 


उदाहरण 6 %= - पर फलन /(2) = 2%? + 3% - 5 का अवकलज ज्ञात कोजिए। यह भी सिद्ध 
कीजिए कि 7 (0) + 37 (-])=0. 


हल हम पहले ४-0 और ४ = -] पर /(%) का अवकलज ज्ञात करते हैं। हम पाते हैं कि 
Gm Ee EU 





f(-l) = lim 
[2 (—I+h) +3(-L+h)- 5 [2 (—]) >>!) 5 
=m AL CS 
॥-२0 h 
= jim 2 hE ६ -।)- 2 (टच -] 
h—>0 h h—>0 


और f'(0) = lim 


h—>0 h 


Ji n(2h+3)=2(0)+3=3 


h—>0 h h—>0 





स्पष्टतः /'(0)+3/'(-।)=0 
टिप्पणी इस स्थिति में ध्यान दीजिए कि एक बिंदु पर अवकलज का मान प्राप्त करने में सीमा ज्ञात 
करने के विविध नियमों का प्रभावकारी प्रयोग सम्मिलित है। निम्नलिखित इसको स्पष्ट करता हैः 
उदाहरण 7 »*=0 पर ऽां॥ « का अवकलज ज्ञात कोजिए। 
हल मान लीजिए /%) = ५. तब 

sinh _ 


f(o+h)- f(0) sin(0+h)—sin(0) य 
h ॥-२0 h ho0O Nh 





/(0)5 lim 
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उदाहरण 8 ४-0 और ४-3 पर फलन /) =3 का अवकलज ज्ञात कीजिए। 


हल क्योंकि अवकलज फलन में परिवर्तन को मापता है, सहजरूप से यह स्पष्ट है कि अचर फलन 
का प्रत्येक बिंदु पर अवकलन शून्य होना चाहिए। इसे, वास्तव में, निम्नलिखित परिकलन से बल मिलता है। 


/(0+४)-/(0) _. 3-3 . 0 


Ur जगा हज 
3+h)-f(3 _ 
h—>0 h h~>0O lh 
Y 


अब हम एक बिंदु पर फलन के 
अवकलज को ज्यामितीय व्याख्या प्रस्तुत fa | Q(ath, fla+h)) 
करते हैं। 

मान लीजिए = 7४) एक फलन 
है और मान लीजिए इस फलन के 
आलेख पर 7? = (८, /(८)) और 
Q = (७ + 7, (6 + /) दो परस्पर 
निकट बिंदु हैं। आकृति ।3.।] अब 
स्वयं व्याख्यात्मक है। हम जानते हैं कि 
/((०)-॥ Sth) 


h—>0 h 










I 
॥ 
I 
| 
A 


आकृति 43.॥ 


त्रिभुज PQ२, से यह स्पष्ट है कि वह अनुपात जिसकी सीमा हम ले रहे हैं, यथार्थता से 
४a (QP) के बराबर है जो कि जीवा PQ का ढाल है। सीमा लेने की प्रक्रिया में, जब #, 0 की 
ओर अग्रसर होता हे, बिंदु 0, 7 की ओर अग्रसर होता है और हम पाते हैं अर्थात्‌ 
wh (oth) 7 4) _ im OR 
h0 lh ७-०? PR 
यह इस तथ्य के तुल्य है कि जीवा ९0, वक्र » /(*) के बिंदु ? पर स्पर्शी की ओर अग्रसर 
होती है। अतः f (a)=tanv. 
एक दिए फलन /# के लिए हम प्रत्येक बिंदु पर अवकलज ज्ञात कर सकते हैं। यदि प्रत्येक बिंदु 
पर अवकलज का अस्तित्व है तो यह एक नये फलन को परिभाषित करता है जिसे फलन / का 
अवकलज कहा जाता है औपचारिक रूप से हम एक फलन के अवकलज को निम्नलिखित प्रकार 
परिभाषित करते हैं। 
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परिभाषा 2 मान लीजिए कि / एक वास्तविक मानीय फलन है, तो 
i (7) - / (०) 
h—>0 h 
से परिभाषित फलन, जहाँ कहीं सीमा का अस्तित्व है, को » पर / का अवकलज परिभाषित किया 
जाता है और /(2) से निरूपित किया जाता है। अवकलज की इस परिभाषा को अवकलज का प्रथम 
सिद्धांत भी कहा जाता है। 
f ( x+h ) —-f ( ) 
h 
स्पष्टतः /(४) की परिभाषा का प्रांत वही है जहाँ कहीं उपर्युक्त सीमा का अस्तित्व है। एक 


इस प्रकार FOO lim 


फलन के अवकलज के विभिन्न संकेतन हैं। कभी-कभी /) को ( # (»)) से निरूपित किया 


जाता है यदि ५ = /(%), तो यह से निरूपित किया जाता है। इसे ) या ^) के सापेक्ष अवकलज 
के रूप में उल्लेखित किया जाता है इसे 2 (£(%) ) से भी निरूपित किया जाता है। 


, या | से भी 


या 
a dx dx 








d 
इसके अतिरिक्त ४ = ८ पर / के अवकलज को ब्ल f(x) 
निरूपित किया जाता है। 
उदाहरण 9 /) = 0% का अवकलज ज्ञात कोजिए। 


f (x+ h) Ef (x) I0(x + h) —l0(x) 


हल हम पाते हैं. /(») = im = lim 
= Dr!” — lim (I0)=]0 
h>0O / h—>0 


उदाहरण ।0 /) = +? का अवकलज ज्ञात कोजिए। 


हल हम पाते हैं /(») = ]im ESE 
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उदाहाण ।। एक अचर वास्तविक संख्या 6 के लिए, अचर फलन /(0 = ० का अवकलज 
ज्ञात कोजिए। 


हल हम पाते हैं. /७0 = |im ft UE 


a—a 0 
= lim ~~ =]im ~ ८0 क्योंकि 
EOE EG #0 


] 
उदाहरण ।2 /) = त का अवकलज ज्ञात कीजिए। 


हल हम पाते हैं FO) lim EE 


] ] 


[क (x+h) x 
h—>0 lh 


A l । x - ( x+h ) | 
ho0 hl x ( x+h ) 


| —h —] |] 
Jim —|—— lm __ _____ 
7 hoOh Ee क ४-२0 x(x+ h) 42 





3.5. फलनों के अवकलज का /बीजगाणित (Algebra of derivative of functions) क्योंकि 
अवकलज को यथार्थ परिभाषा में सीमा निश्चय ही सीधे रूप में सम्मिलित है, हम अवकलज के 
नियमों के निकटता से सीमा के नियमों के अनुगमन की आशा करते हैं। हम इनको निम्नलिखित प्रमेयों 
में पाते हैं: 
प्रमेय 5 मान लीजिए / और ४ दो ऐसे फलन हैं कि उनके उभयनिष्ठ प्रांत में उनके अवकलन 
परिभाषित हैं, तब 

() दो फलनों के योग का अवकलज उन फलनों के अवकलजों का योग है। 


[/ज+४(]- f+ ४0७ 
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() दो फलनों के अंतर का अवकलज उन फलनों के अवकलजों का अंतर है। 


[f(g] f0)-g0n) 
() दो फलनों के गुणन का अवकलज निम्नलिखित गुणन नियम ([7०८८7७।९) से दिया 
गया है: 
d 
dx 
(५) दो फलनों के भागफल का अवकलज निम्नलिखित भागफल नियम (quotient rule) 
से दिया गया है (जहाँ कहीं हर शून्येतर है) 


d d 
[ (०) - 8०) || रा (0-800+ F080) 





d d 
थे | fn) | ह / (०). 8 (०) ) ह g(x) 
dx g(x) हु (g(x) 
इनकी उपपत्ति सीमाओं को तुल्य रूप प्रमेयों से आवश्यकीय रूप से अनुसरण करती हैं। हम इन्हें 
यहाँ सिद्ध नहीं करेंगे। सीमाओं की स्थितिं की तरह यह प्रमेय बतलाता है कि विशेष प्रकार के फलनों 
के अवकलज क॑से परिकलित किए जाते हैं। प्रमेय के अंतिम दो कथनों को निम्नलिखित ढंग से पुनः 
कहा जा सकता है जिससे उनके पुनर्स्मरण करने में आसानी से सहायता मिलती है। 


मान लीजिए ४5 / (+) और ५ = ४ () तब 
(uv) = uv+uy’ 
यह फलनों के गुणन के अवकलन के लिए 7.007 नियम या गुणन नियम उल्लेखित होता 
है। इसी प्रकार, भागफल नियम है 


g / / 
Ul ७४ १- ४० 
चक उठ 
VY ११ 


अब, आइए हम कुछ मानक फलनों के अवकलनों को लें। यह देखना सरल है कि फलन 
/() = » का अवकलज अचर फलन । है। यह है क्योंकि 


f(x+h)- f(x) De 


(= lm = 
NOR Ap 


_ liml=] 
h—>0 
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हम इसका और उपर्युक्त प्रमेय का प्रयोग ॥४) = ।0*= ४+ +... +2 (0 पद) 
(उपर्युक्त प्रमेय के () से) के अवकलज के परिकलन में करते हैं 

dfx) dad 

क ह (*+...+2) (।0 पद) 


7 ५+...+_+ (॥0 पद 
र १-०5 ह ( ) 


= |+% «ता (॥0 पद्‌) = 0, 
हम ध्यान देते हैं कि इस सीमा का मान गुणन सूत्र के प्रयोग से भी प्राप्त किया जा सकता है। 
हम लिखते हैं, /(*) = 0% =, जहाँ ॥ लिखते हैं जहाँ # प्रत्येक जगह मान ।0 लेकर अचर फलन 
है और (४) = +. यहाँ हम जानते हैं कि ४ का अवकलज 0 के बराबर है साथ ही ५(%) =+ का 
अवकलज | के बराबर है। इस प्रकार गुणन नियम से, हम पाते हैं 


fx) = (I0x) = (uv) =uv+uv =0.x+I0.]=0 
इसी आधार पर /0 = +? के अवकलज का मान प्राप्त किया जा सकता है। हम पाते हैं 
Moe Sl ll और अतः 


CNN SS) 
c= os) =k x(a) 
= lx+x.l=2x 


अधिक व्यापक रूप से हम निम्नलिखित प्रमेय पाते हैं: 
प्रमेय 6 किसी धन पूर्णांक # के लिए (0 5” का अवकलज 7%"-! है। 
उपपत्ति अबकलज फलन की परिभाषा से, हम पाते हैं 
FS) नि एआ» 
॥-२0 h h—>0 h 
द्विपद प्रमेय कहता है कि (६+॥)" = ("९ )" + ("€ | ४” +...+ (” ट, )/#” और 


x +h x= ॥(४” 7 | +... + // 7 !) इस प्रकार 


if RR hlnx™ +....+# 
CTO _॥ RL CR] 
dx ॥-२0 h h0 h 


| 


° n—] n—] 
— Jim (rx +...+h =n 


h—>0 


2020-2 


328 गणित 


विकल्पतः हम इसको # पर आगमन और गुणन सूत्र से भी निम्न प्रकार सिद्ध कर सकते हैं: 
४- | के लिए यह सत्य हे जैसा कि पहले दिखाया जा चुका है 


d 
(ट) = द्टग 
= (x) (x + क (x (गुणन सूत्र से) 


हनन 


= ।.५” + ॐ.((॥-।) "° ) (आगमन परिकल्पना से) 


_] ह _] 
= अर 5 (77 — ]) Mp 5 आ क 


डिप्पणी उपर्युक्त प्रमेय ».की सभी घातों के लिए सत्य है अर्थात्‌ # कोई भी वास्तविक संख्या हो 
सकती है। (लेकिन हम इसको यहाँ सिद्ध नहीं करेंगे) 


I3.5.2 बहुपदो और त्रिकोणमितीय फलनों के क्षवकलज (Derivative of polynomials and 
trigonometric functions) हम निम्नलिखित प्रमेय से प्रारंभ करेंगे जो हमको बहुपदीय फलनों के 
अवकलज बतलाती है। 
प्रमेय 7 मान लीजिए fx) = ८, 5 >, 9 +...+4Xf पः बहुपदीय फलन है जहाँ UR) 
सभी वास्तविक संख्याएँ हैं और ८, % 0 तब अवकलज फलन इस प्रकार दिया जाता हैः 
df (x) 
dx 


=na,x™ +(n-a,yx “+...+ 2a,x+ a 


इस प्रमेय की उपपत्ति प्रमेय 5 और प्रमेय 6 के भाग (7) को मात्र साथ रखने से प्राप्त को जा 
सकती है। 


उदाहरण ।3 6:0० _ #5 + ४ के अवकलज का परिकलन कीजिए। 

हल उपर्युक्त प्रमेय का सीधा अनुप्रयोग बतलाता है कि उपर्युक्त फलन का अवकलज 
600? 555 +] है। 

उदाहरण ]4 = ॥७पर /2)=।+४+2? + +... + का अवकलज ज्ञात कोजिए। 


हल उपर्युक्त प्रमेय 6 का सीधा अनुप्रयोग बतलाता है कि उपर्युक्त फलन का अवकलज 
I+2++34+...+505 है। ४5 पर इस फलन का मान ]+2(])+3()2 +... + 50(])% 


(50)(5]) 
2 


5 कं 2 + जे ६... + होते 5 = ]275 हे। 
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x+] 
उदाहरण ।5 /(%) = - का अवकलज ज्ञात कोजिए। 
X 


हल यह फलन ४५=0 के अतिरिक्त प्रत्येक के लिए परिभाषित है। हम यहाँ ४-४+ | और = * 
लेकर भागफल नियम का प्रयोग करते हें। अत: ४ < । और ५”= | इसलिए 


df) _dfx+I)_ du) uv-uv’_ Ix)-(x+)l ] 
dx dx\ x dx\v) 
उदाहरणा ।6 ७" «~ के अवकलज का परिकलन कीजिए। 


2 2 2 
VY X NX 


हल मान लीजिए /(2) = ५7 %, तब 
df (x) _ f(x+h)- f(x) न sin(x+h)—sin(x) 
h 


dx ॥->0 h ॥->0 


५ 
= Jin - 2) (sin A— »आ॥ B के सूत्र का प्रयोग करके) 
h—>0 





— h—0O h—0O 


#4 


SIN — 
IM COS + -- 2, lim -- 00$ ४. — COS X 
2 ino h ॒ 


उदाहरण 7 (3% के अवकलज का परिकलन कोजिए। 
हल मान लीजिए /%) = tan 5, तब 


df (x) > f(x+h)- f(x) म tan (x+h)-— tan (x) 
h 


dx ॥->0 h ॥->0 





-_ lim— 
 #-20 ॥ | cos(x+h) cosx 


॥। | sIn ( x+h ) _ SIN X | 


व] 
TT ४-0 


| sin(x+h)cosx-— cos(x+h)sinx | 


hcos(x+h)cosx 


sin ( x+ऊh—-x ) 


— MIM oo ९] 
हे ० ह ला कल्प ($n (^ + B) के सूत्र का प्रयोग करके) 
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sinh .. ] 
im oo 
Tio0 h io cos(x+h)cosx 





2 
—SCC X 





2 
COS X 


उदाहरण ]8 /() = ऽin? « के अबकलज का परिकलन कोजिए। 
हल हम इसका मान प्राप्त करने के लिए ].९007 गुणन सूत्र का प्रयोग करते हैं। 
dfx) d 


5 (sin x SIn X) 





= (sin x) sin x + sin x (sin x) 
= (cos x) sim x + sin x (COs xX) 
= 2sin x COS Xx = sin 24. 


| प्रश्‍नाबली ४3.2 | 
*= |0 पर ५ -2 का अवकलज ज्ञात कीजिए। 
*= | पर ~ का अवकलज ज्ञात कोजिए। 


*= ]00 पर 99 का अवकलज ज्ञात कीजिए। 
प्रथम सिद्धांत से निम्नलिखित फलनों के अवकलज ज्ञात कीजिए: 


0) ४-27 (i) (x—l)(x-2) 


gi 2 8 जु 


क ] x+]l 
(Hi) (IV) हा 


x ब? x 
5. फलन = ७. जल A 
के लिए सिद्ध कीजिए कि /(।)=।00/ (0). 


6. किसी अचर वास्तविक संख्या ८ के लिए +?” ++! + 72 +...+a्ाड्+्ळ्ः का 
अवकलज ज्ञात कीजिए 
7, किन्ही अचरों ८ और ४, के लिए, 


i (xa) (४-४) (9) (ar +b) Ciii) EE 


के अवकलज ज्ञात कीजिए। 
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nt 


n 
X TA 





8. किसी अचर ८ के लिए 
9, निम्नलिखित के अवकलज ज्ञात कीजिए: 


का अवकलज ज्ञात कोजिए। 








(i) 2+ (ii) (5° +3+-।) (४-]) 
Gi) x ° (5+32) iv) x (3-65) 

4 ह x? 
(छ) =*(3-4%°) RD 


0. प्रथम सिद्धांत से ८०५५ का अवकलज ज्ञात कीजिए। 
]. निम्नलिखित फलनों के अवकलज ज्ञात कीजिए। 


(I) sinxcosx (iI) secx (iil) Ssecx+4cosx 
(IV) cosec Xx (Vv) 3cotx+S5cosecx 
(VI) Ssinx—6cosx+7 (शा) 2tanx—7secx 


विविध उदाहरण 
उदाहरण ॥9 प्रथम सिद्धांत से का अवकलज ज्ञात कीजिए जहाँ / इस प्रकार प्रदत्त हैः 


2x+3 ] 
() / (४) ८ 2 (i) aff Ca 2h 
xX 


हल 0) ध्यान दीजिए कि फलन += 2 पर परिभाषित नहीं है। लेकिन, हम पाते हैं 





X 


2(x+h)+3 2x+3 


f (x)= lim SORE) im xth-2 x2 
Fat h h>0 h 





BN “cos Ga i coud; ada 


D> »0 h(x—2)(x+h-2) 
(2x+3)(x—2)+2h(x-2)-(2x+3)(x—2)-h(2x+3) 
os: RE 


+ #-20 (x—2)(x+h-2) [०07 
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पुनः ध्यान दीजिए कि += 2 पर फलन /” भी परिभाषित नहीं है। 
() += 0 पर फलन परिभाषित नहीं है। लेकिन, हम पाते हैं 


f(x) = lim Ks a A । (rea) 


h—>0 h h—>0 h 








lim h+ l र 
h>0O h x+h x 
_ नि h+ xx h Ee fim hl |- _] 
 h0Oh x(x+h) h>0h x(x+h) 


lim म नह 
h—>0 है ( x+h ) f 


पुनः ध्यान दीजिए कि ४50 पर फलन /“ परिभाषित नहीं है। 


उदाहरणा 20 प्रथम सिद्धांत से फलन /») का अवकलज ज्ञात कीजिए जहाँ /) 


(I) sinx+cosx (Ii) xsin x 


हल 0) हम पाते हैं, / (५) = 2 


sin(x+h)+cos(x+h)—sinx—cosx 


h—>0 h 


i sIinx cosh+cosxsinh+cosxcosh—smxsmh—simx—cosx 
— Im a © 
॥->0 h 


sinh(cosx—sinx)+sinx(cosh—l)+cosx(cosh-l) 
OO ्््््््््््््््््=९्=९्=््=९्=९्=९्=्््््=््=््््््््o् 





h0 h 
h—]l 
= lim र ( COSX—SINX ) +Jlimsinx Cn Llimcosx (cosh-I) 
॥-20 ॥-20 प्र कर 


= 005 ४ - शा ५ 
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flx+h)- f(x) 


( x+h ) sin ( x+h ) —XSINX 





0) f(x) = lim =lim ठ 
 (x+h)(sinxcosh+sinhcosx)-xsinx 
= moo 
h—>0 h 
 xsinx(cosh—l)+xcosxsinh+h(sinxcosh+sinhcosx) 
h 
 xsinx(cosh—l) . sinh . ,. 
= lim———————-+lim,_, xcosx +lim(sinxcosh+sinhcosx) 
h—>0 lh h—>0 
=xcosx+sinx 
उदाहरण 2। (॥) f(x) = sin 2% (I) g(x) = cot x 


के अवकलज का परिकलन कोजिए। 
हल 0) त्रिकोणमिति सूत्र $n 2% = 2 ऽ ४ ८०४ » का पुनर्स्मरण कोजिए। इस प्रकार 


i बलि (2sin xcos x) = 2 (sin xcosx) 
dx dx dx 


है [ sin x) cos x + sin x(Ccos x ) 


2| (०05 x)cosx+sinx(—sin x) | = 2 (cos’ x—sin’ x) 
COSX जजन % कहीं 
) परिभाषा से, 2(४) = ०0 * = जम 7 हेम भागफल सूत्र का प्रयोग इस फलन पर करेंगे, जहाँ कहीं 
SIN X 


d 
यह परिभाषित हे। = ——(cotx)= 5 
dx dx 


SIX 


dg dd COSX | (cos x) (sin x)—(cos x) (sin x)’ 
dx 


(sin x) 
(—sIn x) (Sin x)—(cos x) (cos x) 


(sin x)* 


5 2 

sin x+COS X 2 

ने गपणपायायद्रा = COSC X 
sin X 
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| हर 
विकल्पतः इसको ध्यान देकर कि ८०% = पार! परिकलित किया जा सकता हे। यहाँ हम इस तथ्य 
anxX 


का प्रयोग करते हें कि 97 « का अवकलज ७९८? £» हे जो हमने उदाहरण ।7 में देखा है और साथ 
ही अचर फलन का अवकलज 0 होता है। 


48 मल ER | ] 
dx dx dx \tanx 


(T) (tan x)—(T) (tan x) 


(tan x) र 





(0) (tan x) —(sec x)" 





(tan x)" 
—sec’ x 2 
= 5 7 COSEC ¥ 
tan x 
5 
. >> —COSX ... XFCOSX 
उदाहरण 22 () कण I]) >उज्ू चे 
SIN X tan x 


का अवकलज ज्ञात कीजिए। 


5 __ | कही 
इल () मान लीजिए /(४)=- ~. जहाँ कहीं भी यह परिभाषित है, हम इस फलन पर 
SIN X 


भागफल नियम का प्रयोग करेंगे। 


(x —cosx)sinx— (x —cosx)(sinx) 
5000 7 SRS x SEA SS 


(sin x)” 


(Sx +sinx)sin x - (x —COSX)COSX 


5 2 
SIN २ 


- cosx+Sx'sinx+l 


(sin x)" 


X+जCOSX करेंगे सर कहीं 
(|) हम फलन लाए पर भागफल नियम का प्रयोग करेंगे जहाँ कहीं भी यह परिभाषित है। 
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(x+cosx) tanx—(x+cosx)(tanx) 


RR (tan x)" 


(l—sin x)tanx—(x+cosx)sec’ x 
s (tan x) है 
अध्याय 73 पर विविध प्रश्नावली 


. प्रथम सिद्धांत से निम्नलिखित फलनों का अवकलज ज्ञात कीजिए: 


Gx G(x)! GiDsinQ+I) (iv)cos(- ) 


निम्नलिखित फलनों के अवकलज ज्ञात कीजिए (यह समझा जाय कि ८, ४, ८, 4, 7, 4, 7 और 
४ निश्चित शून्येतर अचर हैं और तथा 7 पूर्णाक हैं।): 














ह 
i ९ 2 
2. (x+a) 3. (75% + 4) हि + 4. (ax+b)(cx+d) 
J 
ax+b च l 
० 6. डे fe OO 
cx+d iL ax +bx+c 
Xx 
ax +b 2 
8.5 9, 22 °F #7 I0. -4---+ ०0४ 
DX के 4४ के 7 ax+b 5 
Il. 4Jx-—2 2. (ax+b)" I3. (ax+b)"(cx+d)” 
COS X 
I4. sin (४ + a) I5. cosec x cot x I6. 
I+sImx 
एत. 8 i J 5. 
 sinxSco$x  secx+l PR आह 
a+bsinx sin(x+a) न 
20. “कैफ i मम इक 22. x (Ssinx—3cosx) 
c+dcosx COS X 
23. (x +l)cosx 24. (ax +sinx)(p+qcosx) 
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or Sein x प्र 


(x+cosx) (x— tanx) oT हज 


SIN xX 


- X 
l+tanx (x+secx) (x—tanx) 








sin’ x 


फलन का अपेक्षित मान जो एक बिंदु के बाई ओर के बिंदुओं पर निर्भर करता है, बिंदु 
पर फलन के बाएँ पक्ष की सीमा (ft han०९५ im!) को परिभाषित करता है। इसी 
प्रकार दाएँ पक्ष को सीमा ( Right handed limit) | 

एक बिंदु पर फलन की सीमा बाएँ पक्ष और दाएँ पक्ष की सीमाओं से प्राप्त उभयनिष्ठ मान 
हैं यदि वे संपाती हों। 

यदि किसी बिंदु पर बाएँ पक्ष और दाएँ पक्ष की सीमाएँ संपाती न हों तो यह कहा जाता 
है कि उस बिंदु पर फलन को सीमा का अस्तित्व नहीं है। 

एक वास्तविक संख्या ८ और एक फलन / के लिए 77 /४) और /(८) समान नहीं भी 
हो सकते (वास्तव में, एक परिभाषित हो और दूसरा नहीं) 

फलनों / और & के लिए निम्नलिखित लागू होते हैं: 


॥ग [/ (४)+ ४ (७0 | > | / (४)+ व] g(x) 


ता [/ (७). 8 (०) | / (७) . ता g(x) 


Ee | 
g(x) | lim g(x) 


lim 
Xx—>a 


निम्नलिखित कुछ मानक सीमाएंँ हैं। 


[() nt 





lim 
xa X—a 


SIX 
| 





x0 ४ 
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I—cosx 





lim 5) 


x0 n 


4 पर फलन † का अवकलज 


AOE lim जज से परिभाषित होता हे। 
प्रत्येक बिंदु पप अवकलज, अवकलज फलन 


fx) SiR UE Ni A 2) से परिभाषित होता हे। 


h—>0 
फलनों ४ और » के लिए निम्नलिखित लागू होता है: 
(व 
(uv) =u v+uy’ 


/ 


=~ बशतें सभी परिभाषित हैं। 
VY 


9 





निम्नलिखित कुछ मानक अवकलज हैं: 


Er Co ) ह nx! 


UD 
——(sin ४) ५१४ x 
हि (sin x) 


d | 
——(cosx)=—sin xX 
न (cos x) 


गणित के इतिहास में कलन के अन्वेषण के श्रेय की भागीदारी हेतु दो नाम प्रमुख हैं 
Issac Newton (I642 - 727) अर G.W. Leibnitz (646 - ।77). सत्रहवीं शताब्दी में 
दोनों ने स्वतंत्रता पूर्वक कलन का अन्वेषण किया। कलन के आगमन के बाद इसके आगामी 
विकास हेतु अनेक गणितज्ञों ने योगदान किया। परिशुद्ध संकल्पना का मुख्य श्रेय महान गणितज्ञों 
A.L.Cauchy, J.L.Lagrange और £7] ९7 $7३५5 को प्राप्त है। (४४८४५ ने कलन को 
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आधार दिया जिसको अब हम व्यापकतः पाठूय पुस्तकों में स्वीकार कर चुके हैं। (४४०४ ने 
D'AImbert को सीमा संकल्पना के प्रयोग के द्वारा अवकलज की परिभाषा दी। सीमा को 


sin 


न की सीमा जैसे उदाहरण दिए। उन्होंने 





परिभाषा से प्रारंभ करते हुए &<0 के लिए 


A a 
र्र र A श लिखा और 7-५0, के लिए सीमा को "(2 के लिए ', 


“ function derive’e ” नाम दिया। 

900 से पूर्व यह सोचा जाता था कि कलन को पढ़ाना बहुत कठिन है, इसलिए कलन 
युवाओं की पहुँच से बाहर थी। लेकिन ठीक ।900 में इंगलैंड में 07 P९५ एवं अन्य ने इस 
विचार का प्रचार करना प्रारंभ किया कि कलन की मुख्य विधियाँ और धारणाएँ सरल हैं और 
स्कूल स्तर पर भी पढ़ाया जा सकता है। FL. G7ffn ने कलन के अध्ययन को प्रथम वर्ष के 
छात्रों से प्रारंभ करके नेतृत्व प्रदान किया। उन दिनों यह बहुत चुनौतीपूर्ण कार्य था। 

आज न केवल गणित अपितु अनेक अन्य विषयों जेसे भौतिकी, रसायन विज्ञान, अर्थशास्त्र, 
जीवविज्ञान में कलन की उपयोगिता महत्वपूर्ण है। 
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